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Streszczenie
W tej pracy przedstawie zagadnienia zwigzane z drzewami poszukiwan bi-
narnych. Przytocze poszczegdlne operacje na tej strukturze danych oraz
ich zlozonosé obliczeniowa. Przy okazji zaznajomie czytelnika z najwaz-
niejszymi pojeciami Teorii Graféw dotyczacymi tematyki drzew. Na koncu
podam przyklady struktur opartych na drzewach BST.

1 Wprowadzenie

Drzewa poszukiwan binarnych (ang. Binary Search Tree) sg struktura danych
stuzaca do przechowywania informacji w sposéb uporzadkowany. Wymogiem
jest, aby kazdy wezel mial przypisang jakas wartos¢ (tzw. klucz). Przy wyszu-
kiwaniu danego elementu w drzewie stosujac poréwnania kluczy wiadomo, w
ktorym miejscu nalezy go poszukiwaé¢. Za pomocg operacji In-Order-Tree-Walk
mozliwe jest wySwietlenie elementow od najmniejszego do najwiekszego w czasie
O(n). Kazde drzewo zawiera element gléwny od ktorego rozpoczynana jest "we-
drowka” po tej strukturze danych. Ten element nazywamy korzeniem. Pojecie
drzew nalezy do dziedziny matematyki nazywanej Teoria Grafow (wielu zalicza
ja do Matematyki dyskretnej) zapoczatkowanej przez Eulera w XVIII wieku.
Czytelnik zainteresowany podstawami teorii graféw warto, aby zaznajomit sie z
ksiazka [Will12].

Definicja 1.1 Drzewo binarne
Drzewo binarne to drzewo, w ktérym stopien kazdego wierzchotka jest mniejszy
rowny od 3.

Definicja 1.2 Drzewo
Graf T jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy T jest spdjny i nie zawiera cykli.

Definicja 1.3 Graf spdjny
Graf jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga tgczgca kazde dwa do-
wolne wierzchotki.

Definicja 1.4 Stopien wierzchotka
Stopien wierzchotka (oznaczany poprzez deg) to liczba krawedzi wychodzgcych z
danego wierzchotka.

2 Operacje na drzewie

INSERT(T,x) Wstawianie elementu z do drzewa T
Jezeli element x jest wiekszy rowny od wezla y to nalezy wybraé prawego syna,
w przeciwnym wypadku syna lewego.



Require: T - drzewo, x - element do wstawienia
1. curr < root(T)
2: while curr # NULL do
3:  father < curr;
4: if x >= curr.value then
5: curr < curr.right
6: else
7 curr < curr.left
8: end if
9: end while
10: if father # NULL then
11:  if x >= father.value then
12: father.right.value < x
13:  else
14: fatherleft.value < x
15:  end if
16: else
17:  father.value < x
18: end if
DELETE(T,x) Usuwanie elementu x z drzewa T

W przypadku operacji DELETE nalezy najpierw znalezé¢ przy pomocy SEARCH
element, ktory chce sie usunaé. Sprawdzié¢, ktérym synem swojego ojca jest ten
element i podstawi¢ za usuwany element odpowiadajacego syna tego elementu,
nastepnie dla drugiego syna nalezy odnalez¢é nowe miejsce w drzewie.

SEARCH(T,x) Wyszukiwanie elementu x w drzewie T

Require: T - struktura drzewa, x - poszukiwany wezet
1: node < root(T)
2: while node do

3: if z = node.value then

4 return node

5 else

6 if x >= node.value then
7 node < node.right

8 else

9 node < node.left
10: end if
11:  end if

12: end while

MINIMUM(T) Znajdowanie najmniejszego elementu w drzewie T

Require: T - struktura drzewa
1: node < root(T)




while node.left # NULL do
node < node.left

end while

return node

AN A

MAXIMUM(T) Znajdowanie najwickszego elementu w drzewie T

Require: T - struktura drzewa

node < root(T)

while node.right # NULL do
node < node.right

end while

return node

INORDERTREEWALK(T) Wyswietlenie elementéw w drzewie od najmniejszego do
najwiekszego

1: node < T
2: if node # NULL then
3:  if node.left # NULL then

4: INORDERTREEWALK (node.left)
5. end if

6:  Wyswietl node.value

7. if node.right # NULL then

8: INORDERTREEWALK (node.right)
9: end if

10: end if

3 Zlozonosé obliczeniowa

Najbardziej pesymistycznym przypadkiem dla operacji wykonywanych na drze-
wie jest przypadek, w ktorym drzewo jest izomorficzne z grafem liniowym oraz
korzeri posiada tylko jednego, lecz konkretnego dla danej operacji, syna (w przy-
padku niektorych operacji jest to wrecz sytuacja najkorzystniejsza).

Definicja 3.1 Graf liniowy
Graf liniowy to graf powstaly poprzez usuniecie dowolnej krawedzi z grafu cy-
klicznego (2-regularnego).

Dla operacji MINIMUM korzen, ktory jest najwiekszym elementem drzewa w tym
wypadku jest przypadkiem pesymistycznym o ztozonosci O(n). Z kolei korzen,
ktory jest najmniejszym elementem drzewa, a wiec nie posiada lewego syna, jest
przypadkiem najkorzystniejszym. Analogicznie wyglada operacja MAXIMUM. Zto-
zono$¢ tych operacji dla danego drzewa jest rzedu O(h), gdzie h jest wysokoscia
drzewa.



Definicja 3.2 Wysokosé drzewa

Wysokoscig drzewa nazywamy maksymalng liczbe wierzchotkow, ktorg odwie-
dzamy wykonujgc tylko operacje przejscia ma jednego z syndw, od korzenia do
danego liscia (bez liscia).

Wtasnosé 3.1 Jezeli graf T jest drzewem i zawiera n wierzchotkéw to T posiada
n — 1 krawedzi.

W przypadku operacji wstawiania INSERT oraz operacji wyszukiwania SEARCH
tatwo jest zauwazy¢, ze podobnie jak w przypadku operacji MINIMUM oraz MAXIMUM
ztozono$¢ pesymistyczna jest ograniczona poprzez O(h), czyli w najbardziej pe-
symistycznym przypadku znow mamy O(n) (a dla drzew pelnych O(logan)).
Nieco podobnie wyglada rzecz z operacja DELETE, gdyz wykorzystuje ona wita-
$ciwie, z operacji bardziej czasochtonnych, tylko SEARCH oraz INSERT.

Oczekiwany wynik powyzszych operacji to O(logan). Taki przypadek wyste-
puje dla drzew zréwnowazonych i petnych.

W przypadku operacji INORDERTREEWALK mamy do czynienia ze zlozonoscig
rzedu 6(n).

Fachowe dowody ztozonosci poszczegolnych operacji mozna znalezé na przyktad
w ksiazce [CLRS12].

4 Mozliwe ulepszenia i metody implementacji

Drzewa binarne moga réwniez zawiera¢ mechanizmy odpowiedzialne za ich ba-
lansowanie. Przyktadem takich drzew sa drzewa czerwono-czarne (RB-Tree), w
ktorych po operacji INSERT sa wykonane w razie potrzeby operacje rotacji (w
lewo badz prawo). W przypadku olbrzymiej ilosci weztéw w drzewie warto, aby
wysokosé struktury danych byta jak najmniejsza. W tym wypadku warto roz-
wazy¢ implementacje B-drzewa. Czytelnik zainteresowany ta tematyka znajdzie
potrzebne informacje w [CLRS12].

Implementujac drzewo binarne nalezy wpierw zastanowié¢ sie jak ta struktura
ma byé przechowywana w pamieci komputera. Najbardziej popularne sa dwie
metodyki implementacji. Jedna to dynamiczne alokowanie potrzebnej pamieci
i wykorzystanie wskaznikoéw, a druga nieco latwiejsza, ale narzucajaca pewne
ograniczenia pamieciowa to metoda trzymania drzewa w tablicy. Wtedy ele-
mentem zerowym tablicy jest korzen, lewy syn ma numer 1, prawy syn numer
2. Dzieci lewego syna to elementy 3 i 4 itd. Warto przy tym pamietaé, ze
element i moze mie¢ dwoch synéw oznaczanych jako 2i 4+ 1 oraz 2i 4+ 2. Ojcem
elementu j jest element |5+ ].

5 Podsumowanie

Drzewa poszukiwan binarnych to jedna z podstaw przy studiowaniu algorytmow.
Standardowsa implementacje mozna ulepszaé poprzez stosowanie wszelkich rota-
cji. Najwazniejsza cecha drzew sa ich wlasnosci logarytmiczne (wystepujace w



przypadkach oczekiwanych) zwiazane z wysokoscia. Wlasnie dzieki temu drzewa
znaczaco utatwiaja poszukiwania wybranych elementéw. W zasadzie umozli-
wiaja przechowywanie dowolnych danych, przy ktorych stosuje sie skale porow-
nawcza. Wykorzystujac BST mozna oprogramowaé¢ np. kolejke priorytetowa
(ang. Priority Queue), czy strukture umozliwiajaca w czasie ©(n) wyswietlenie
wprowadzonych danych w porzadku niemalejacym.
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